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Ô º ¿ ¹ » º Æ Ó>Ì ¹	Ã Å	¿ º ¹7Å ¾ » Ü » Ã Å Ã ¿ ÀÕ¹ ²CÂ ¹	¹ ² ³>´�µ�¶ ·.Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º »7½�Á6²CÂ Å	Ý3¾CÔ ²N² Ã À ² ³ »
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´�µ�¶ ·>Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º »&½�ÁNÃ Å+¿ º Ä>¼ Ã » ³ Ô ¹ Æ Ç�¹ » Â ¿CÅ Æ Â ¹ ³ ¼�Í » º ÝA¹ ² ³�´�µ�¶ ·>Æ Â ¿ À ¾CÂ À ³�Ä�» Ã ¹ ¹ ³ ¿
Ô º ¼ ³�¹ º3È º » ¹ » Â ¿7Å º�¹ ²CÂ ¹�¹ ² ³�» º ¾ ¹ Ã ¿ ³ Å�Ô Â ¿7ËC³�Ã Ý7ÜCº » ¹ ³ ¼3¹ º	Â ¿ Ç	È º » ¹ » Â ¿7Ô º ¼ ³�³ Â Å Ã Æ Ç Ó
±² ³3¹ ³ Å ¹�Ü » º À » Â Ý�Å�Â » ³	Â ¼ ¼ ³ ¼,Ã ¿,¹ ² ³	ÜCÂ Ô ê Â À ³�� ¹ ³ Å ¹ ½�Á��7Â Å�Ä³ Æ Æ�Â Å�¹ ² ³7Ô º ¼ ³ Å�Í º »
½�Á�é�Â ¿C¼�½�Á�é ¶+Ó
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½�Á�éÕÍ º Æ Æ º Ä�Å	¹ ² ³IÂ Æ À º » Ã ¹ ² Ý5Ä�Ã ¹ ²NÚ æ ³ ¼�Å ¹ ³ Ü�Å Ã Ø ³ ÓW½�Á�é ¶NÔ º Ý3Ë Ã ¿ ³ Å	¹ ² ³,Ã ¼ ³ ÂÕº Í
Â ¼ Â Ü ¹ Ã á ³IÅ ¹ ³ ÜAÅ Ã Ø ³ÕÔ º ¿ ¹ » º Æ�¼ Ã Å Ô ¾CÅ Å ³ ¼�Ã ¿eÑ é Ò�Ä�Ã ¹ ²�¹ ² ³>Ô ¾ » » ³ ¿ ¹�Å ¹ ³ ÜWÅ Ã Ø ³IÔ º ¿ ¹ » º Æ
Â Æ À º » Ã ¹ ² Ý0Ã ¿,¹ ² ³	´�µ�¶ ·¡Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º »�½�Á	Ó
à¹7³ Â Ô ²�¹ Ã Ý7³IÅ ¹ ³ Ü�Ã ¿W½�Á�é ¶+ã�Ä³,Ý�Â ê ³,¹ ÄºÕ³ Å ¹ Ã Ý�Â ¹ ³ Å 
%$  & Â ¿C¼ 
%$ � &  Ä�² ³ » ³


%$  & Ã Å3Â ¿Õ³ Å ¹ Ã Ý7Â ¹ ³7Ë ÇÕº ¿ ³�Å ¹ ³ Ü>º Í¹ ² ³�Å Ã Ø ³�Û �� Â ¿C¼ 
%$ � & Ã Å	Â ¿Õ³ Å ¹ Ã Ý7Â ¹ ³7Ë ÇÕ¹ ÄºÅ ¹ ³ ÜCÅ�º ÍC¹ ² ³�Å Ã Ø ³ ��# ×³ Ô Â ¾CÅ ³�¹ ² ³�³ » » º »�º Í+¹ ² ³�Í º ¾ » ¹ ²7º » ¼ ³ »Â Æ À º » Ã ¹ ² ÝeÃ Å�' � �%( !  ¹ ² ³¼ Ã ßC³ » ³ ¿CÔ ³�)+* 
%$ � &�, 
%$  & Ü » º á Ã ¼ ³ ÅÂ	Ú Í ¹ ²Iº » ¼ ³ »³ Å ¹ Ã Ý7Â ¹ ³3Í º »�¹ ² ³	Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿IÂ Å
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Ñ é Ò Ó>Ì ¿CÅ ¹ ³ Â ¼>º Í�¾CÅ Ã ¿ ÀÕ¹ ² ³,³ æ Â Ô ¹7Å ¹ ³ Ü�Å Ã Ø ³IÔ º ¿ ¹ » º Æ�Â Æ À º » Ã ¹ ² Ý5Ã ¿AÑ é Ò ã�Ä³�¾CÅ ³,¹ ² ³
Ô ¾ » » ³ ¿ ¹�Å ¹ ³ ÜIÅ Ã Ø ³3Ô º ¿ ¹ » º Æ&Â Æ À º » Ã ¹ ² Ý�Ã ¿,¹ ² ³	´�µ�¶ ·AÃ ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º »�½�Á7Ó ¶ Ã ¿CÔ ³�Ä³3¼ º ¿�0 ¹
Ô Â » » Ç3Â ¿ Ç3² Ã À ² ³ »�º » ¼ ³ »�Ã ¿ Í º » Ý7Â ¹ Ã º ¿	Ã ¿7½�Á�é ¶+ã Ä³�¾ ¹ Ã Æ Ã Ø ³�)¡Í º »�¹ ² ³�³ » » º »�³ Å ¹ Ã Ý7Â ¹ ³ Ó
±² ³,ËC³ ²CÂ á Ã º »	º Í�¹ ² ³IÅ ¹ ³ Ü�Å Ã Ø ³,Ô ²CÂ ¿ À ³�Ã Å	º ¿ ³�Ã ¿ ¹ ³ » ³ Å ¹ Ã ¿ ÀÕÃ Å Å ¾ ³,¹ º>Å ¹ ¾C¼ ÇNÍ º »

¿ ¾ Ý7³ » Ã Ô Â Æ&Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ Ã º ¿&ãCÂ ¿C¼IÂ Æ Æ�¹ ² ³	Å ¾CÔ Ô ³ Å Å Í ¾ Æ�Ô º Ý	Ü ¾ ¹ Â ¹ Ã º ¿CÅ�²CÂ á ³	Â�Å Ã Ý	Ã Æ Â » Ã ¹ Ç,Ã ¿
¹ ² ³	ÜCÂ ¹ ¹ ³ » ¿,º ÍÅ ¹ ³ ÜIÅ Ã Ø ³	Ô ²CÂ ¿ À ³ Ó�¶ Ã ¿CÔ ³	½�Á�é ¶,Â ¼ º Ü ¹ Å�¹ ² ³7Å Â Ý7³	Å ¹ ³ ÜÕÅ Ã Ø ³	Ô º ¿ ¹ » º Æ
Â Æ À º » Ã ¹ ² Ý0º Í�½�Á7ã ¹ ² º Å ³�¹ Äº7Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º » Å�²CÂ á ³3Â	Å Ã Ý7Ã Æ Â »�Å ¹ ³ ÜIÅ Ã Ø ³3¼ ³ á ³ Æ º Ü Ý	³ ¿ ¹ Ó
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çÕ³7Â Ü Ü Æ Ã ³ ¼,¹ ² ³	¹ ² » ³ ³	½�¾ ¿ À ³	Á�¾ ¹ ¹ Â7Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º » Å�¹ º,Å Ã Ý	Ü Æ ³	³ æ Â Ý7Ü Æ ³ Å�Ä�Ã ¹ ²>¼ Ã ßC³ » É
³ ¿ ¹�¼ Ã Ý7³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ Æ Ã ¹ ÇIÂ ¿C¼,Ü » º ÜC³ » ¹ Ã ³ Å Ó�±² ³3Ú » Å ¹�º ¿ ³	Ã Å�Â	º ¿ ³7¼ Ã Ý7³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ Æ&Ã ¿ ¹ ³ À » Â Æ ã
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¹ ² ³7Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿,º Í�Ä�² Ã Ô ²,Ã Å�Ü » ³ Ô Ã Å ³ Æ Ç,ê ¿ º Ä�¿&Ó�±² ³	Å ³ Ô º ¿C¼�º ¿ ³3Ã Å�Â	¹ Äº,¼ Ã Ý7³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ Æ
Ü » º Ë Æ ³ Ý0Ä�Ã ¹ ²IÂ	Ô Æ º Å ³ ¼7º » Ë Ã ¹�Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿&Ó�±² ³�Æ Â Å ¹�º ¿ ³�Ã Å�Â3¹ ² » ³ ³3¼ Ã Ý	³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ ÆCÜ » º Ë É
Æ ³ Ý.ê ¿ º Ä�¿,¹ º7²CÂ á ³3Ô ²CÂ º ¹ Ã Ô�ËC³ ²CÂ á Ã º » ã Â ¿C¼�Ã Å¹ ² ¾CÅ�Ô ²CÂ Æ Æ ³ ¿ À Ã ¿ À7Í º »�Â ¿ Ç�¿ ¾ Ý	³ » Ã Ô Â Æ
Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º » Ó
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±² ³�Ú » Å ¹�³ æ Â Ý	Ü Æ ³�Ü » º Ë Æ ³ Ý�Ã Å¹ ² ³�Ã ¿ ¹ ³ À » Â Æ

é&% '�( � ,*) � + )  
Ä�² ³ » ³�¹ ² ³,Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿>Ã Å�,.-.å # � éC� . Ï Û Ð . å . ¸ Ï Ê Ï # # # ±² ³,Ô º Ý7Ü ¾ ¹ Â ¹ Ã º ¿CÂ Æ» ³ Å ¾ Æ ¹ Å	Â » ³Å ¾ Ý	Ý�Â » Ã Ø ³ ¼>Ã ¿�±�Â Ë Æ ³>� ÓN±² ³Õ´�µ�¶ ·.Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ º »7½�Á.ÜC³ » Í º » Ý�Å3Ä³ Æ Æ�Â Å3¹ ² ³I¸ ¹ ²
º » ¼ ³ »�Ý	³ ¹ ² º ¼+ã Ë ¾ ¹�ËCº ¹ ²�½�Á�é3Â ¿C¼7½�Á�é ¶	À Ã á ³�Å º Ý7³ Ä�²CÂ ¹Å ² º Ô ê Ã ¿ À3» ³ Å ¾ Æ ¹ Å�Í º »�¹ ² Ã Å
Å Ã Ý7Ü Æ ³�º ¿ ³	¼ Ã Ý7³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ Æ+Ü » º Ë Æ ³ Ý,Ó

/�¾ Ý	³ » Ã Ô Â Æ&à�¿CÅ Ä³ » 0�» » º »&0�Å ¹ Ã Ý�Â ¹ ³
½�Á�é å Ó � éC� é å Ù Û é Ï � Ï 1�¿CÂ á Â Ã Æ Â Ë Æ ³
½�Á�é ¶ å Ó � é é . . å Ê Ï Ï Ð é Û Ó Ê Ê Ê ¸ Ù � � 0�É å
½�Á å Ó � éC� . Ï Û Ð Û ¸ Ù � . Ó Ï å . é Ð . Û 0�É Ê

±�Â Ë Æ ³�� 2�µ�¿ ³3¼ Ã Ý7³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ Æ&Ã ¿ ¹ ³ À » Â Æ+é�3 '54 � ,6) � + ) � , #
��� 7986�	�:6��� � ��� � ��;=<&>	��� � ���	�
±² ³¿ ³ æ ¹&³ æ Â Ý	Ü Æ ³Ã Å�Â�Å Ç Å ¹ ³ Ý¡º Í ¹ Äº�¼ Ã Ý7³ ¿CÅ Ã º ¿CÂ Æ º » ¼ Ã ¿CÂ » Ç�¼ Ã ßC³ » ³ ¿ ¹ Ã Â Æ ³ â ¾CÂ ¹ Ã º ¿CÅ Ó
çÕ³,Å ¹ ¾C¼ ÇÕ¹ ² ³=?�º Æ ¹ ³ » » Â,³ â ¾CÂ ¹ Ã º ¿CÅ ã&Ä�² Ã Ô ²�¼ ³ Å Ô » Ã ËC³�¹ ÄºÕÔ º ¿ @ Ã Ô ¹ Ã ¿ ÀIÜCº Ü ¾ Æ Â ¹ Ã º ¿CÅ ã
Â ¿C¼	¹ ² ³�Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿7¹ » Â A ³ Ô ¹ º » Ã ³ Å�Â » ³�ê ¿ º Ä�¿	¹ º3Í º » Ý�Ô Æ º Å ³ ¼3º » Ë Ã ¹ Å�Ã ÍC¹ ² ³�á Â Æ ¾ ³ Å�º ÍCÃ ¿ Ã É
¹ Ã Â ÆCÔ º ¿C¼ Ã ¹ Ã º ¿7Â » ³ÜCº Å Ã ¹ Ã á ³ Ó&çÕ³�¾CÅ ³�¹ ² ³�Í º Æ Æ º Ä�Ã ¿ À�³ â ¾CÂ ¹ Ã º ¿CÅ�Â ¿C¼3Ã ¿ Ã ¹ Ã Â Æ+Ô º ¿C¼ Ã ¹ Ã º ¿CÅ

+ ��+ ) � Û �� � � , � � !+ � �+ ) � , � � � � , �� !
�� � Ù ! � �  � � � Ù !�� å #

±² ³3Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿�¹ » Â A ³ Ô ¹ º » Ç7Í º Æ Æ º Ä�Å¹ ² ³3Ô º ¿CÅ ¹ » Â Ã ¿ ¹
�� � �� B C�D E C � D F � ´�º ¿CÅ ¹ Â ¿ ¹ � Ù # Ù Ù ¸ Û Ù Ð Ï å Ê Ð ¸ Ï Ï Ï Ù Ð é .  

Â ¿C¼�¹ ² ³3Ô Ç Ô Æ ³�Ã Å�Â ËCº ¾ ¹�G � . # é ¸ ¸ � å ¸ é Ð ¸ Ù å . #çÕ³7Ô Â » » Ã ³ ¼�¹ ² ³	Ã ¿ ¹ ³ À » Â ¹ Ã º ¿,¾CÅ Ã ¿ À,½�Á�éCãC½�Á�é ¶,Â ¿C¼I½�Á0Í » º Ý ) � Ù7¹ º ) � G #±�Â Ë Æ ³�ÛIÅ ¾ Ý7Ý7Â » Ã Ø ³ Å�¹ ² ³7» ³ Å ¾ Æ ¹ Å ã&Å ² º Ä�Ã ¿ À,¹ ² ³�Ú ¿CÂ Æ�ÜCº Å Ã ¹ Ã º ¿CÅ �� � G ! Â ¿C¼ � � � G !  
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¹ ² ³3Ô º Ý7Ü ¾ ¹ ³ ¼7³ » » º »³ Å ¹ Ã Ý�Â ¹ ³ Å ã Â ¿C¼	¹ ² ³�á Â Æ ¾ ³ Å�º Í �� � �� B C�D E C � D F Â ¹ ) � GW¹ º	Å ² º Ä² º Ä0Ô Æ º Å ³	¹ ² ³7¿ ¾ Ý7³ » Ã Ô Â Æ�» ³ Å ¾ Æ ¹ Å�Â » ³	¹ ºI¹ ² ³7¹ » ¾ ³�Å º Æ ¾ ¹ Ã º ¿&Ó�±² ³7Â Ô Ô ¾ » Â Ô ÇIº Í¹ ² ³
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Runge-Kutta Integration - Position

cosy RK
RK4S

RK4
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Runge-Kutta Integration - Trajectory

cosy RK
RK4S

RK4
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